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LTopoloxia e Espazo topoldxico

Definicidn
Unha topoloxia 7 nun conxunto X é unha coleccién de
partes de X que verifica os catro axiomas seguintes:
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Definicion

Unha topoloxia 7 nun conxunto X é unha coleccién de

partes de X que verifica os catro axiomas seguintes:
71 O conxunto total X pertence a .

72 O conxunto baleiro () pertence a 7.



Tema 1. Espazos topoldxicos

LTopoloxia e Espazo topoldxico

Definicion
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LTopoloxia e Espazo topoldxico

Definicion

Unha topoloxia 7 nun conxunto X é unha coleccién de
partes de X que verifica os catro axiomas seguintes:
71 O conxunto total X pertence a .

72 O conxunto baleiro () pertence a 7.

73 Se U, € 7,con \ € A, entdn a stia union

Jus
i AEA
tamén pertence a 7.

74 Se U eV pertencena r, U NV tamén.



R
Tema 1. Espazos topoldxicos
I—Topoloxia e Espazo topoldxico

» Dada unha topoloxia 7 nun conxunto X, o duplo
(X, 1) chamase espazo topoloxico.
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LTopoloxia e Espazo topoldxico

» Dada unha topoloxia 7 nun conxunto X, o duplo
(X, 1) chamase espazo topoloxico.

» Os conxuntos da topoloxia chamanse conxuntos
abertos.
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L Exemplos de topoloxias

Topoloxia usual

A coleccion dos conxuntos abertos do espazo euclidiano
foi o modelo para definir topoloxia. Denominase topoloxia
usual e dendtase 7.
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L Exemplos de topoloxias

Topoloxia discreta e topoloxia trivial

» Para calquera conxunto X a familia = P(X) de
partes de X define a fopoloxia discreta. Un espazo
coa topoloxia discreta chamarase espazo discreto.
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L Exemplos de topoloxias

Topoloxia discreta e topoloxia trivial

» Para calquera conxunto X a familia - = P(X) de
partes de X define a fopoloxia discreta. Un espazo
coa topoloxia discreta chamarase espazo discreto.

» Afamilia 7 = {0, X'} define a topoloxia trivial (ou
topoloxia indiscreta). Un espazo coa topoloxia trivial
dirase espazo trivial.
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L Exemplos de topoloxias

Espazo de Sierpinski

Sexa S ={0,1}. 7 = {S,0,{0}} € unha topoloxia en S.
Con esta topoloxia S chamase espazo de Sierpinski.
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L Exemplos de topoloxias

Espazo de Sierpinski

Sexa S ={0,1}. 7 = {S,0,{0}} € unha topoloxia en S.
Con esta topoloxia S chamase espazo de Sierpinski.

Sexa X = {a,b,c}.
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L Exemplos de topoloxias

Espazo de Sierpinski

Sexa S ={0,1}. 7 = {S,0,{0}} € unha topoloxia en S.
Con esta topoloxia S chamase espazo de Sierpinski.

Sexa X = {a,b,c}.
» 7= {0, X, {a},{a,b}, {a,c}} é unha topoloxia.
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L Exemplos de topoloxias

Espazo de Sierpinski

Sexa S = {0,1}. 7 = {S,0,{0}} é unha topoloxia en S.
Con esta topoloxia S chamase espazo de Sierpinski.

Sexa X = {a,b,c}.
» 7 ={0, X,{a},{a,b},{a,c}} € unha topoloxia.
» Pola contra, a coleccion {0, X, {a}, {a, b}, {b,c}} non
é unha topoloxia.
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L Exemplos de topoloxias

Recta de Kolmogoroff

En R a coleccidén
K = {(DaR} U {(a7 +OO)7 ac R}

é unha topoloxia. (R, 1) denominase recta de
Kolmogoroff.
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LConxuntos pechados

Definicién

Dado un espazo topoloxico (X, 7) chamanse conxuntos
pechados a aqueles conxuntos tales que o seu
complementar é aberto.
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LCc:)nxunlc:)s pechados

Teorema (As catro propiedades dos conxuntos
pechados)

Nun espazo topoloxico (X, 7) os conxuntos pechados
tenen as seguintes propiedades:

F1 O conxunto baleiro () € pechado.
F2 O espazo total X € pechado.

F3 A interseccidon dunha familia arbitraria de conxuntos
pechados € un conxunto pechado.

F4 A union de dous conxuntos pechados € un conxunto
pechado.
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LCc:)nxunlc:)s pechados

Ademais, dado un conxunto X e unha familia de partes
de X que verifique estas catro propiedades, esta familia é
a colecciéon de conxuntos pechados para unha topoloxia
en X.
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LTc:)poloxias definidas por conxuntos pechados: exemplos

Topoloxia cofinita

Sexa F a coleccion de subconxuntos de R formada polos
conxuntos finitos e o propio R. Verifica as catro
propiedades dos conxuntos pechados, definindo a
chamada topoloxia cofinita, T.,: 0s conxuntos abertos son
o baleiro e aqueles con complementar finito.



Tema 1. Espazos topoldxicos
LCc:)nxunlc:)s pechados

LTc:)poloxias definidas por conxuntos pechados: exemplos

Topoloxia cofinita

Sexa F a coleccion de subconxuntos de R formada polos
conxuntos finitos e o propio R. Verifica as catro
propiedades dos conxuntos pechados, definindo a
chamada topoloxia cofinita, T.,: 0s conxuntos abertos son
o baleiro e aqueles con complementar finito.

Definese en calquera conxunto infinito X (se o conxunto
fora finito a topoloxia asi definida coincidiria coa
discreta!).



Tema 1. Espazos topoldxicos
LCc:)nxunlc:)s pechados

LTc:)poloxias definidas por conxuntos pechados: exemplos

Topoloxia cocompacta

Considerade en R a familia formada polos conxuntos
compactos coa topoloxia usual e mais a recta toda
enteira. Verifica as catro propiedades dos conxuntos
pechados, polo que determina unha topoloxia en R, na
que estes conxuntos son os pechados.
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Definiciéon

Chamase base dunha topoloxia a un subconxunto 5 de
coa seguinte propiedade:
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L Base dunha topoloxia

Definicion
Chamase base dunha topoloxia a un subconxunto 5 de
coa seguinte propiedade:

dadoU eTtex e U,

existeun B € ftalquexr e Be BCU

Fixada unha base /3, os seus elementos chamanse
abertos basicos.
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L Base dunha topoloxia

Proposicion
Sexa 8 base dunha topoloxia en X. As seguintes
condiciéns son equivalentes:
1. U C X é aberto.
2. Para cada punto z de U existe un aberto basico B tal
quexz € BCU.
3. O conxunto U escribese como union de abertos
basicos.
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A condicion 2.,

«para cada punto = de U existe un aberto basico B
talquex € BC U»
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L Base dunha topoloxia

A condicion 2.,

«para cada punto x de U existe un aberto basico B
talquex € BC U»

significa que, en funcion da base 3, a topoloxia € a
coleccion

r={UcCcX|zeU=3Bep,re BCU}
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A condicion 3.,

«0 conxunto U escribese como union de abertos
basicos»
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L Base dunha topoloxia

A condicion 3.,

«0 conxunto U escribese como union de abertos
basicos»

significa que a topoloxia é a coleccion

T = {UCX|U: UAEAUB)\a B)\Gﬂ}.
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L Base dunha topoloxia

Exemplos de bases

» Afamilia {{z}, * € X} é unha base para a topoloxia
discreta en X.



Tema 1. Espazos topoldxicos

L Base dunha topoloxia

Exemplos de bases

» Afamilia {{z}, * € X} é unha base para a topoloxia
discreta en X.

» A coleccion {(p,q) | p < q, p,q € Q} é unha base
para a topoloxia usual en R.
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L Base dunha topoloxia

Exemplos de bases

» A familia {{z}, x € X} é unha base para a topoloxia
discreta en X.

» A coleccion {(p,q) | p < q, p,q € Q} é unha base
para a topoloxia usual en R.

» A coleccion {(p, +o0), p € Q} é unha base para a
topoloxia de Kolmogorov.
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L Base dunha topoloxia

Teorema (condicidns para ser base dalgunha
topoloxia)
Dado un conxunto X e unha familia de subconxuntos 3, 5

€ base dalgunha topoloxia en X sse se cumpren as duas
condicions seguintes:

1. UBGﬁ B=X
2. se x € BN By, sendo B, e B, elementos de 3, existe
un By € fconx € Bz e By C By N Bs.
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L Base dunha topoloxia

Recta de Sorgenfrey.

A seguinte coleccion de subconxuntos de R,

ﬁS:{[x7y)|x<ya .’E,yER},

verifica as condicions anteriores, logo é base dunha
topoloxia 75 en R.
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Recta de Sorgenfrey.

A seguinte coleccion de subconxuntos de R,

ﬁS:{[x7y)|$<ya .’E,yER},

verifica as condicions anteriores, logo é base dunha
topoloxia 75 en R. (R, 75) denominase recta de
Sorgenfrey.
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L Base dunha topoloxia

Recta de Sorgenfrey.

A seguinte coleccidn de subconxuntos de R,
BS: {[l',y) ’ T <y, :C7y€R}7

verifica as condicidns anteriores, logo € base dunha

topoloxia 75 en R. (R, 75) denominase recta de
Sorgenfrey.

Por contra, a coleccion {[z,y] | <y, =,y € R} non é
base de ningunha topoloxia: para os conxuntos [z, y| e
[y, 2] non se verifica a segunda condicion do teorema.
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L Base dunha topoloxia

Plano de Moore

Denotemos por I' o semiplano superior pechado en R?,
I = {(z,y)|y =0}.

Sexa

B = A{Ba((z,9),r)ly > 0,7 < yyU{{(z,0)}UB:((z,y),y)| y > 0} .

E doado verificar que /3 é base dunha topoloxia en T'. O
espazo topolbxico resultante denominase plano de
Moore.
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LVeciﬁanzas e base local

Definicion
Unha vecifianza dun punto x nun espazo topoléxico X é
un conxunto V' que contén un subconxunto aberto

contendo a z.
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LVeciﬁanzas e base local

Definicion

Unha vecifianza dun punto x nun espazo topoléxico X é
un conxunto V' que contén un subconxunto aberto
contendo a x.

A coleccién V, de todas as vecinanzas de = chamase
sistema de vecinanzas de x.
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LVeciﬁanzas e base local

Definicion

Unha vecifianza dun punto x nun espazo topoléxico X é
un conxunto V' que contén un subconxunto aberto
contendo a x.

A coleccién V, de todas as vecinanzas de = chamase
sistema de vecinanzas de x.

VeV, & dJUer,zeUCV
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LVeciﬁanzas e base local

Exemplos e contra-exemplos

O conxunto (z — 1/n, x + 1/n) € unha vecifanza de x en
R coa topoloxia usual.
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LVeciﬁanzas e base local

Exemplos e contra-exemplos

O conxunto (z — 1/n, x + 1/n) € unha vecifanza de x en
R coa topoloxia usual.

Tamén o son os conxuntos [z — 1/n, x + 1/n),
[z —1/n,  + 1/n] ou R todo enteiro.
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LVeciﬁanzas e base local

Exemplos e contra-exemplos

O conxunto (z — 1/n, z 4+ 1/n) é unha vecifianza de = en
R coa topoloxia usual.

Tamén o son os conxuntos [x — 1/n, x + 1/n),
[z —1/n,  + 1/n] ou R todo enteiro.

Analogamente, [z,y), con y > x, € unha vecifianza de «
na recta de Sorgenfrey.
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LVeciﬁanzas e base local

Exemplos e contra-exemplos

O conxunto (z — 1/n, z 4+ 1/n) é unha vecifianza de = en
R coa topoloxia usual.

Tamén o son os conxuntos [x — 1/n, x + 1/n),
[z —1/n,  + 1/n] ou R todo enteiro.

Analogamente, [z,y), con y > x, € unha vecifianza de «
na recta de Sorgenfrey.

Por contra, o conxunto {0} U {1/n,n € N} non &
vecinanza do 0 en ningunha destas topoloxias. E o
conxunto (—1, 0], tampouco.
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Proposicion

A interseccion finita de vecinanzas é unha vecinanza.
Tamén,seU €V, eV DU, entonV € V,.




R
Tema 1. Espazos topoldxicos
LVeciﬁanzas e base local

Proposicion

Un subconxunto U dun espazo topoloxico X é aberto sse
€ vecinanza de cada un dos seus puntos.
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LVeciﬁanzas e base local

Definicion

Unha base de vecinanzas ou base local de x nun espazo
topoloxico X é unha subcoleccién 3, do sistema de
vecinanzas V,, tendo a propiedade de que todo V € V),

contén algun B € 3,.



Tema 1. Espazos topoldxicos

LVeciﬁanzas e base local

Definicion

Unha base de vecinanzas ou base local de x nun espazo
topoloxico X é unha subcoleccién 3, do sistema de
vecinanzas V,, tendo a propiedade de que todo V € V),
contén algun B € 3,.

Fixada unha base de vecinanzas de z, 0s seus
elementos son chamados vecinanzas basicas de z.
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LVeciﬁanzas e base local

Exemplos

O prototipo de exemplo de base local nun punto vén dado
polas bélas de centro ese punto nun espazo euclidiano.
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LVeciﬁanzas e base local

Exemplos

O prototipo de exemplo de base local nun punto vén dado
polas bolas de centro ese punto nun espazo euclidiano.

Non é necesario consideralas todas: en R” as bolas
abertas {B,(z, 1/n), n € N} forman unha base local en
xZ.
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LVeciﬁanzas e base local

Exemplos

O prototipo de exemplo de base local nun punto vén dado
polas bolas de centro ese punto nun espazo euclidiano.

Non é necesario consideralas todas: en R” as bolas
abertas {B,(z, 1/n), n € N} forman unha base local en
xZ.

Analogamente, na recta de Sorgenfrey a coleccién
{[x, x +1/n), n € N} é unha base local en .
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L Relacion entre base e base local

Lema

Sexa 3 base dunha topoloxia 7 en X. Daquela, para cada
punto x € X a coleccion 3, = {U € |z € U} é unha
base local.
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L Relacion entre base e base local

Lema

Sexa [ base dunha topoloxia 7 en X. Daquela, para cada
punto = € X a coleccion 8, = {U € f |z € U} € unha
base local.

Reciprocamente, se para cada © € X temos unha base
local 5, formada por conxuntos abertos, daquela

B:UmGXﬁz7

€ unha base da topoloxia de X.
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LVeciﬁanzas e base local

LCaracterizacién local dos conxuntos abertos

Proposicion

Un subconxunto U dun espazo topoloxico X é aberto sse
contén unha vecinanza béasica de cada un dos seus
puntos.
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Interior, adherencia, fronteira
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I—Interior, adherencia, fronteira

» Existe unha vecinanza V, de = completamente
contida en E, ou sexa,

Ve € Vs,

V., CE.
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L Interior, adherencia, fronteira

» Existe unha vecinanza V, de = completamente
contida en FE, ou sexa,

V,eV,, V,CE.

» Existe unha vecinanza V, de x completamente
contida no complementar de FE, ou sexa,

av,eV,, V,CcX-F.
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» Non ocorre ningunha das condicions anteriores, ou
sexa,

VVe € Vs,

V,N(X—FE)#0

V.NE#0
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LInterior, adherencia, fronteira

SedV,eV,, V,C E,diremos que x & un punto interior
de E. O conxunto de todos eles, Int(E), denominase

interior de E. Tamén se denota FE.
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L Interior, adherencia, fronteira

Sedv, eV, V,C FE,diremos que x & un punto interior
de E. O conxunto de todos eles, Int(£), denominase

interiorde E. Tamén se denota E.

Sedv,eV,, V,C X — E,diremos que z € un punto
exterior de E. O conxunto de todos eles, Ext(E),
denominase exterior de E. Obviamente

Ext(E) = Int(X — E).
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LInterior, adherencia, fronteira

Se
W €e€V,, VinN(X —E)#£DeV,NE#0,

diremos que = € un punto fronteiro de E. O conxunto de
todos eles, Fr(E), denominase fronteira de E. Tamén se
denota J(E).
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L Interior, adherencia, fronteira

Se
VWV €V, Ve N(X —E)#£0DeV,NE#0,

diremos que = € un punto fronteiro de E. O conxunto de
todos eles, Fr(E), denominase fronteira de E. Tamén se
denota J(E).

Os tres conxuntos son disxuntos e

X = Int(E) UFr(E) UExt(E).
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I—Interior, adherencia, fronteira

Propiedades do interior dun conxunto

» Se U é un conxunto aberto e U C E, entén
U C Int(E).
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LInterior, adherencia, fronteira

Propiedades do interior dun conxunto

» Se U é un conxunto aberto e U C E, entén
U C Int(E).

» O conxunto Int(E) é aberto.
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LInterior, adherencia, fronteira

Propiedades do interior dun conxunto

» Se U é un conxunto aberto e U C E, entén
U C Int(E).

» O conxunto Int(E) é aberto.

» Int(E) € a unién de todos os conxuntos abertos
contidos en E.
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leerior, adherencia, fronteira

Propiedades do interior dun conxunto

Se U é un conxunto aberto e U C E, entén
U C Int(E).

O conxunto Int(E) é aberto.

v

v

v

Int(E) € a unién de todos os conxuntos abertos
contidos en E.

O interior de E é o maior conxunto aberto contido en
E.

v
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L Interior, adherencia, fronteira

Adherencia

Xa que Ext(F) € aberto, o seu complementar,

Int(E) U Fr(E), € un conxunto pechado, e contén a E.
Denominase adherencia de FE e se denota CI(E). Tamén
se denota E. Os puntos de CI(E) denominanse puntos
adherentes.

CI(E) = Int(E) UFr(E)




R

Tema 1. Espazos topoldxicos

LInterior, adherencia, fronteira

Proposicion

A adherencia, CI(E), € o menor conxunto pechado
contendo E. E a interseccion de todos os conxuntos
pechados que contefen E.
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LInterior, adherencia, fronteira

Proposicion

A adherencia, CI(E), € o menor conxunto pechado
contendo E. E a interseccion de todos os conxuntos
pechados que contefen E.

Proposicion

Fr(E) = Fr(X — E) = C(E)NCI(X — E).
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LInterior, adherencia, fronteira

Puntos de acumulacion

Definicion
Dicimos que x é un punto de acumulacion de E se toda
vecinanza de z contén un punto de E distinto de z. Ou

sexa, se se verifica:

VeV, = (V-{a)NE £ 0
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L Interior, adherencia, fronteira

Puntos de acumulacion

Definicion

Dicimos que x é un punto de acumulacion de E se toda
vecinanza de z contén un punto de E distinto de z. Ou
sexa, se se verifica:

VeV, = (V—{z)NE £ 0

O conxunto E’ de todos os puntos de acumulacion de F
chamase conxunto derivado.
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I—Interior, adherencia, fronteira

Sexa X un espazo topoldxico e E un subconxunto de X.
Cumprese:

CI(E)=EUE'.
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L Interior, adherencia, fronteira

Sexa X un espazo topoldxico e E un subconxunto de X.
Cumprese:

Cl(E)=EUE'.

Un conxunto nun espazo topoldxico € pechado sse
contén todos os seus puntos de acumulacion.
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LInterior, adherencia, fronteira

Puntos illados

Dicimos que x € E € un punto illado de E se existe unha
vecinanza de x que non contén ningun outro punto de E.
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I—Comparacién de topoloxias
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Comparacién de topoloxias



Tema 1. Espazos topoldxicos

LCc:)mparacién de topoloxias

Sexa P(X) o conxunto de partes de X. Unha topoloxia
en X é un subconxunto 7 de P(X) con certas
propiedades. Se consideramos a relacion de inclusion en
P(X) podemos comparar topoloxias en X.



Tema 1. Espazos topoldxicos

LCc:)mparacién de topoloxias

Definicion

Dadas duas topoloxias 7, € 7, nun conxunto X, diremos
que 7, € mais fina que 7, e escribiremos r, < 7, se

75 C 71 como subconxuntos de P(X). Tamén diremos,
nesta situacion, que 7, € menos fina que .



Tema 1. Espazos topoldxicos

LCc:)mparacién de topoloxias

As veces é til debuxar diagramas como o seguinte, onde
se comparan diversas topoloxias en R:

Discreta

Sorgenfrey

TN

Cofinita Kolmogoroff

Trivial



Tema 1. Espazos topoldxicos

LCc:)mparacién de topoloxias

Para saber se unha topoloxia é mais fina que outra chega
con comparar bases de vecinanzas. E o que se chama
criterio de comparacion de Hausdorff.



Tema 1. Espazos topoldxicos

LCc:)mparacién de topoloxias

Proposicion

Dadas duas topoloxias 7; € 7, nun conxunto X, 7; € mais
fina que 7, sse, para cada punto x € X, cada elemento
dunha base local de x en (X, 73) contén un elemento
dunha base local de x en (X, 7).
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